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ЗадачаЗадача

�� ПостановкаПостановка ии решениерешение задачизадачи оптимизацииоптимизации

промысловогопромыслового изъятияизъятия изиз двухвозрастнойдвухвозрастной

популяциипопуляции длядля двухкомпонентнойдвухкомпонентной модемоделили



(1)

Модель динамики численности
двухвозрастной популяции

с плотностным лимитированием молоди

n – сезон размножения,
X , Y – численность младшего и старшего возрастных классов, 
a – коэффициент рождаемости,
v – коэффициент выживаемости половозрелых особей,
α и β – коэффициенты, характеризующие интенсивности конкурентного

воздействия неполовозрелых и половозрелых особей,
ρ = β/ α, αX→x, αY→y, после которой новые переменные представляют

собой «относительные» численности популяции
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ρ=4

Бифуркационные диаграммы динамической
переменной x при вариации параметра a

ρ =10 ρ =4
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u1 , u2 – доля изымаемых особей из соответствующей возрастной группы

Равновесный ежегодный доход от промысла

( )( ) 2211 , uyvxyxscuyacI ++=

c1 , c2 - средние цены особей младшей и старшей возрастных групп

ЗадачаЗадача оптимизацииоптимизации промыслапромысла
двухвозрастнойдвухвозрастной популяциипопуляции

(2)

(3)

Критерий оптимизации стационарного дохода

( )( ) max, 2211 →++ uyvxyxscuyac

при условии 0≤u1≤1, 0≤u2≤1, x>0, y>0

yxyxs ρ−−=1),( )exp(),( yxyxs ρ−−=1) 2)



c1=1, c2=1 c1=0.4, c2=1 c1=0.1, c2=1

Поверхности функции промысла I(u1,u2) при a=1.8, ρ=0.5, v=0.2

ОптимизацияОптимизация промыслапромысла
припри одновременномодновременном изъятииизъятии частичасти

неполовозрелыхнеполовозрелых ии половозрелыхполовозрелых особейособей
( ) 22112121 )1()(),( uyvxyxcuyacIIuuI +−−+=+= ρ

- стационарные значения численностей младшей и старшей возрастной

группы соответственно системы (2)
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Равновесные
значения
численностей
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Оптимальная доля
изъятия
половозрелых особей

)35/())(1( ρ+ρ−−< aaav

ПромыселПромысел изиз половозрелойполовозрелой частичасти популяциипопуляции
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ss((x,yx,y)=1)=1--xx--ρρyy ss((x,yx,y))==exp(exp(--xx--ρyy))

Максимальный
стационарный
промысел )(4
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Условие устойчивости

Существует такая область значений популяционных параметров, при
переходе в которую равновесие теряет устойчивость и появляются 2-циклы, 
не смотря на ведение промысла с постоянной долей изъятия.



Изменение численностей молоди и взрослых особей без
управления (x, y), до промысла (x(uM), y+(uM)) и после
промысла (x(uM), y-(uM))

ρ=4.5
v=0.1

ρ=8
v=0.2

a=3, ρ=1, v=0.5, 
uM=0.56, x1=0.2, y1=0.1

a=2, ρ=4.5, v=0.1, x1=0.2, 
y1=0.01, uM =0.35
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Ежегодный максимальный доход от изъятия

ПромыселПромысел изиз неполовозрелойнеполовозрелой частичасти популяциипопуляции
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Равновесные
значения
численностей

где

Оптимальная доля изъятия
неполовозрелых особей
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Граница устойчивости:



Изменение численностей молоди и взрослых особей без
управления (x, y), до промысла (x+ (uM), y(uM)) и после
промысла (x-(uM), y(uM))

a=2.2, ρ=1, v=0.7, x1=0.1, 
y1=0.1, uM =0.7

a=1.5, ρ=1.758, v=0.02, 
x1=0.1, y1=0.06, uM =0.2

a=2, ρ=1.758, v=0.02, 
x1=0.1, y1=0.06, uM =0.32

a=5, ρ=5, v=0.2, x1=0.05, y1=0.05, 
uM =0.64



Вариант 1.   x1=xM, y1≥yM
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Ежегодный урожай при оптимальном режиме эксплуатации
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ОптимальнаяОптимальная стратегиястратегия промыслапромысла изиз
половозрелойполовозрелой частичасти популяциипопуляции
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V – количество отбираемых особей
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ss((x,yx,y)=1)=1--xx--ρρyy ss((x,yx,y))==exp(exp(--xx--ρρyy))

Величина максимального суммарного урожая V за n лет, где n=1,2,…,N

)( 2uRV M=

xM , yM – численности младшей и старшей возрастной группы соответственно, 
при которых осуществляется максимальный прирост популяции



ss((x,yx,y)=1)=1--xx--ρρyy

ss((x,yx,y))==exp(exp(--xx-- ρρyy))

Вариант 2. x1>xM, y1>yM

Величина максимального суммарного урожая за n лет, где n=1,2,…,N
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ОптимальнаяОптимальная стратегиястратегия промыслапромысла изиз
половозрелойполовозрелой частичасти популяциипопуляции

Вариант 3. x1<xM, y1<yM или x1<xM, y1>yM или x1>xM, y1<yM
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Изменение численностей
молоди и взрослых
особей без управления
(x, y), до промысла
(x(V*), y+(V*)) и после
промысла (x(V*), y-(V*)), 
(x(uM), y-(uM))

ОптимальнаяОптимальная стратегиястратегия промыслапромысла изиз
половозрелойполовозрелой частичасти популяциипопуляции

a=2, ρ=4.5, v=0.1, 
x1=0.09, y1=0.05, uM=0.35



Ежегодный урожай при оптимальном режиме эксплуатации

ОптимальнаяОптимальная стратегиястратегия промыслапромысла изиз
ненеполовозрелойполовозрелой частичасти популяциипопуляции

припри ss((x,yx,y)=1)=1--xx--ρρyy

Величина максимального суммарного урожая V за n лет, где n=1,2,…,k, 
при x1≥xM, y1=yM

)( 1uRV M=

xM , yM – численности младшей и старшей возрастной группы соответственно, 
при которых осуществляется максимальный прирост популяции
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V – количество отбираемых особей
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Изменение численностей

молоди и взрослых

особей без управления

(x, y), до промысла
(x+(V*), y(V*)), 

(x+(uM), y (uM))

и после промысла

(x-(V*), y(V*)), 

(x-(uM), y (uM))

ОптимальнаяОптимальная стратегиястратегия промыслапромысла изиз
ненеполовозрелойполовозрелой частичасти популяциипопуляции

a=5, ρ=5, v=0.2, x1=0.05, 
y1=0.05, uM =0.64



11.. РешенаРешена задачазадача оптимизацииоптимизации равновесногоравновесного промыслапромысла длядля
двухвозрастнойдвухвозрастной популяциипопуляции припри плотностномплотностном лимитированиилимитировании молодимолоди..

2. 2. ПоказаноПоказано, , чточто оптимальнымоптимальным являетсяявляется изъятиеизъятие изиз одногоодного
возрастноговозрастного классакласса, , аа какогокакого именноименно определяетсяопределяется значениямизначениями
популяционныхпопуляционных параметровпараметров ии соотношениемсоотношением ценцен. . ПолученыПолучены
аналитическиеаналитические формулыформулы длядля расчетарасчета оптимальныхоптимальных равновесныхравновесных долейдолей
изъятияизъятия ии значенийзначений численностейчисленностей, , обеспечивающихобеспечивающих максимальныймаксимальный
приростприрост популяциипопуляции..

33.. ПоказаноПоказано, , чточто промыселпромысел изиз двухвозрастнойдвухвозрастной популяциипопуляции сс постояннойпостоянной
оптимальнойоптимальной равновеснойравновесной долейдолей изъятияизъятия припри определенныхопределенных значенияхзначениях
популяционныхпопуляционных параметровпараметров приводитприводит кк колебаниямколебаниям численностичисленности. . 
СтабилизацияСтабилизация динамикидинамики системысистемы происходитпроисходит припри стратегиистратегии промыслапромысла, , 
основаннойоснованной вв регулярномрегулярном изъятииизъятии излишкаизлишка численностичисленности наднад значениемзначением, , 
соответствующегосоответствующего величиневеличине максимальногомаксимального приростаприроста популяциипопуляции..

Основные выводыОсновныеОсновные выводывыводы


